
Matrizes 11 

Propriedades : 

i) Em geral AB =1= BA (p odendo rnesmo urn dos membros estar definido e 0 

outre nao) , 

'xemplo: 

-1 2 
Sejarn A =[-; 2 -l], D =[1 4 

-2 1 2 n 
0 6 

- ')0 o c BA = -22 12 -'] Entao AD =[ ~ 0] [-II 
0 o - 11 6 --1 

Not e , a inda , que AB = 0, scm que A = 0 ou B = O. 
Desde que seja rn possfveis as ope rac ocs, as seguintes propr iedades sao validas : 

it) AI = IA = A (Isto justifica 0 nome da matriz iden tidade.) 
iii) A(B + C) = AD + AC (distributividade ~ esquerda da rnuitip licacao, em reo 

l3yiio a soma) 
iv) (A + B)C = AC + BC (distribut ividade adircita da mu lt iplicacao, em 

relacao a soma) 
1') (AB) C = A(BC) (associatividade) 

vi) (A B)' = B'A' (Observe a ordem!) 
viI) O· A = 0 eA· 0 = 0 

1.4 EXERCfCIOS 

1. Sejam 

[~ 2 3l [-2 o :J. c {i]- DA = 1 - lJ' B = 3 o = [2 -1] 

Encontre : 

a) A + B
 
b) A . C
 
c) B . C
 
d) C . 0
 
e) 0 • A
 
f) 0 • B
 
g) - A
 
Ir) - 0
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2. Scja A = [2x2_ I '~J . Se A' = A, entao x = - _ 

3. Se A e urna rnatri z simetrica, entao A - A' = _ 

4. Se A e urna rnatriz t riangular super ior, entao A' e ' 

5. Se A e uma rnatriz diagonal, entao A' = , 

6. Verda deiro a u falso? 
a) (-A)' = - (A' )
 
b) (A + By = B' + A'
 
c) Se AB = 0, entao A = 0 ou B = O.
 
d) (k I A) (k 2 B) = (k 1k2 )AB
 
e) (-A) (-B) = - (AB)
 
f) Sc A e B sao rnatrizes simetricas, en tao AB = BA.
 
g) Se A · B = 0, en tao B • A = O.
 
h) Se podernos efetuar 0 p rod uta A • A, entao A e uma matriz quadrada.
 

;T
7. Se A'2 = A· A, entao [-~ = _ 

8. Se A e uma matriz triangular superio r, entao A2 e . 

9 Ache x, Y. Z, \V se [: ~] ~JD = [6 ~J . 
10. Dadas A [I -3 = 2 1 

4 -3 

2] 
-3 , B 
-1 

[I= 2 
1 

4 
I 

-2 
~J 
2 

e C = [ ~ 
2 

- 2 
-·5 

-1 
-I 
-I 

-2]- I 
o 

most re que AD ,: AC. 

11. Suponha que A '* 0 e AD = AC onde A, B, C sao matrizes tais que a multiplica­
'rao esteja definida. 
0) B = C? 
b) Se existir urna rnatriz Y, tal que YA = I, onde I ea rnatriz iden tidade, entao 

B= C? 

12. Explique par que, em gcral , (A + 8 )2 '* A1 + 2AB t B'2 e (A + B) (A - B) '* 
A2 _ B2 • 

2 -3 -5 [-I 3 5J [2-2 -4] 
I' I llld ll~ A - I 4 S . B = I -3 -5 e C= -I 3 4 , 

I 3 -4 - I 3 5 1 -2 - 3r J 



a) Mest re que AB =BA =0, AC =A e CA =C. 
b) Use os resultados de (a) para most rar que ACB = CBA, A2 

- B1 

= (A - B) (A t B) e (A ± B)2 = A2 + B2 
• 

B214 .	 Se A = C~ -;J. ache B, de modo que = A. 

I S.	 Urn con strutor tern con tratos para construir 3 estilos de casa: moderno, medi ­
terraneo e colonial. A quan tidade de material empregada em cada tipo de casa e 
dada pela mat riz: 

Ferro Madeira Vidro Tint a Tijolo 

20 16 7Moderno [ 5 
17	 ]Mediterraneo 7 18 12 9 21 

Colonial 6 25 8 5 13 

•	 (Qua lquer semelhanca dos nume ros com a realidade e mera coincidenc ia.] 

a) Se ele vai co nstruir 5, 7 e 12 casas dos tipos mo derno, rnedit erraneo e colonial , 
respectivamente, qua nt as unidades de cada ma terial serao empregada 

b) Suponha agora que os precos par unidade de ferro , madeira, vid ro , tint a e u ­
jolo sejam, respeetivamente, 15, 8, 5, 1 e 10 u.c.p, Qual ~ 0 preco uni tario 
de cada tipo de casa?
 

c) Qual a custo total do material emprcgado?
 

16. Uma	 rede de cornu nicacao tern cinco locais com transmissores de potencias 
distintas. Estabelecemos que «u = I , na matri z abaixo, significa que a 
estaeao i pode tr ansmitir diretamente a cstacao j , aij = 0 signifiea que a 
transmissao da estacao i nao alcanca a estac ao i Observe que a diago nal 
principal e nula significando que uma estacao nao transmite diretamente 
para si mesma . o I I 1 

o I o 
A = I 0 1 o I o 

o o 1 o 
o o o 1 o 

Qual seria 0 significado da matriz A1 = A · A? 
s 

Seja A2 = [elj]. Calculemos 0 clemento C42 = L (J4kQ k 2 =0 +0+ 1+0 +0 
k > : 

Not e que a (mica parcela nao nula veio de a 4 3 • a31 = 1 • 1. Isto signifiea 
que a estacao 4 t ransmit e pa ra a estacao 2 at raves de uma retransmiss 
pela estacao 3, embora nao exista uma transmissao direta de 4 para 2. 
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a) Calcule A'2 .
 
b) Qual 0 significado de C I3 = 2?
 
c) Discuta 0 significado dos terrnos nulos , iguais al e maiores que 1 de
 

modo a justificar a afir macao : " A matr iz A 2 represents 0 numero de 
carninhos disponiveis para se ir de uma estacao a outra com uma tinica 
retransmissao" . 

d) Qual 0 significado das matrizes A + A'2, A3 e A + A2 + A3 ?
 
e) Se A fosse simetrica, 0 que significaria?
 

17. Exist em	 tres marcas de auto moveis disponiveis no mercado : 0 Jacare, 0 

Piranha e 0 Urubu . 0 tenno Qij da matriz A abaixo e a probabilidad e de 
que um dono de carro da linha i mude para 0 carro da coluna l, quando 
comprar urn carro novo . 

Para 
J P U 

J [0.7 0,2 

De P 0,3 0,5 0,2 O'J 
U 0,4 0,4 0,2 

Os termos da diagonal dao a probabilidadc ali de se comprar um carro 
novo da mesma rnarca. 

A2 represents as probabilidades de se mudar de uma rnarca para outra 
depois de duas compras , Voce pode verificar isto a partir dos conceitos basicos 
de probabilidade (consulte 1.5) e produto de ma trizes. 

Calcule A'2 e interprete. 

18. Tente descobrir outras situacoes concrcias que possam ser anal isadas de 
modo similar ao de cada urn dos problemas 15, 16 e 17. 

1.5 PROCESSOS ALEATORIOS: CADE IAS DE MAR KOV 

Muitos dos processos que ocorrem na natureza e na sociedade pode m ser estu­
dados (pelo menos em primeira aproximacao) como se 0 fenorneno estudado 
passasse, a par tir de urn estad o inicial, par uma sequencia de estados , onde a 
Ir Jln si~Io de um detenninado estado para 0 seguinte ocorreria segundo uma 
LI2H lJ pro babilidade. (Supore mos nesta seccao urn conhecimento rnfnimo sobre 
pro babilldudes.) No cuso em que esta probabilidadc de transicao depe nde ape ­
Ila \ lin estudo em que 0 fenorneno se encontra c do estado a seguir , 0 proces-

Iii chamado proresso de Markov e urna sequencia de estados seguindo 
.1 '~1l1 dcnomlnada uma cadeia de Markov . Evidentemente, ao se 

HI II I.1i I 111\ \ , 1 I .ta remos sunpli ficandc , talvez dcmasiadamente , urna vez 




