Capitulo 4.1: EDOs Lineares de
Ordem Superior

% Uma EDO Linear de ordem n tem a seguinte forma:
dn—ly

RO +ROS T R0 Y 4R 0y =Gl)

* Vamos assumir qulé ..., P, €G sao fungoes reais

continuas em algum intervdle (a, ), e queP, ndo se
anule en.

* Dividindo por P,, a EDO fica

_ d"%y
L[y] - ( ) dt" n-1

% Para uma EDO de Ordem n, tenmxsondigdes iniciais:
y(tO): Yo y’(to): Yor --es y(” 1)( ) yén 1)

bt wn%+ 0, ()Y = glt)



Teorema 4.1.1

»* Considere o Problema de Valor Inicial (PVI) de onde

dny dn—ly
+ p,(t
dt" p"()dt”‘1

Y(to) = Yo: y'(to) = Yo +ee y(n_i) (to) - y_(()n :
% Se as fungogs,, ..., p,, €9 sao continuas em um intervalo

abertol, entao existe exatamente uma solucaagt) que
satisfaz o PVI. Esta solucao existe em todo ialerv

% Exemplo: Determine o intervalo onde a solucao axist

oot pn_l(t)%*' P.(t)y= g(t)

_1)

t°y® +ty® + 5y =sint



EquacOes Homogénea

* Como no caso de2drdem, iniciamos com a EDO homogénea:

d"y d"ty

at" dt"™

% Seyy,..., Y, sao solugoes da ED@ntao a comb. linear delas tb €
y(t) = yi(t) +C,Y, (1) +---+C y, (1)

* Toda solucao e desta forma, onde os coeficientes sao
determinados pelas condic¢oes iniciais, dada pslersa abaixo:

Clyl(tO) Tt Cnyn (tO) - yO
Clyi(to) Tt Cny,n (to) - yé)

Uy =Y s py S Yrs pn-l(t>%+ 0, (t)y =0

Clyl(n_l) (to) Tt C yr(ln_l) (to) - yc()n_l)



Equacoes Homogénea e Wronskiano

#* O sistema de equacOes anterior tem solucao Unea se
somente se o determinante, ou Wronskiano, é naocenuig

Y1 (to) Y, (to) Tt Yn (to)

Wl vy )= PR

yl(n_l) (to) yén_l) (to) yr(1n_l) (to)

% Set, & um ponto no intervalh o Wronskiano é
necessariamente nao nulo em todo interlzalo

Portanto, se o Wronskiano € zero em algum ponto do
Intervalol, entao é identicamente nulo em tddo

X



Teorena 4.1.2

* Considere o PVI de ordem n

dny dn—ly dy
+...+ t)— + Hv=0
dtn dt n-1 pn—l( ) dt pﬂ( )y

y(tO) = Yo: y’(to) — y('-), ceey y(n—l) (tO) = y(n_l)

+py(t)

% Se as funcogs,,..., p, sao continuas em um intervalo aberto
l, e sey,,..., Y, Sao solugcoes comM(y,,..., y,)(t) # O para
algum t eml, entado toda solucidoda EDO pode ser dada
pela combinacéo linear gg..., Yy,

y(t) =C Y, (t) +Cy, (t) +---+Cy, (t)



Exemplo

* Verificar que as funcoes dadas sao solucOes dg@&gua
diferencial, e determinar seu Wronskiano .

_t2ym +ty” — O, 1’ t, t3



Solucoes Fundamental e Independencia Linear

* Considere a EDO de ordem

yO +p @y + 4 pL )y +p,(H)y =0
* Um conjunto {,,..., Y.} de solugdes coriy,,...,y,) #0 eml é
chamado d€onjunto Fundamental de Solucoes (CFS)

* Uma vez que todas as solucoes podem ser expressasima
combinacéo linear do CFS, a solucéao ¢ geral

y(t) =C Y, (t) +Cy, (t) +---+C y, (t)

® Seyy,..., Y, Sao Solucoes Fundamental end®lg;, ..., y,) # 0 em
|. E equivalente a dizer qyeg ..., Y, S&0 Linearmente
Independentel) :

0

C1y1(t)+C2y2(t)+“'+cnyn(t) =0 Iff ¢ =C=-=¢,



Equacao nao homogénea

* Considere a equacao nao homogénea:

dny dn—ly
dt" dt"™?
% SeY,, Y, sao solugoes da equacado ndo homogénea, ¥nao
Y, &€ uma solucéo para a equacdo homogénea:

L[Yl _Yz] - L[Yl] - L[Yz] =g(t)-g(t) =0

Uy =Y s py S Yrs pn-l(t>%+ 0. (D) = g(t)

< Entao existencoeficientex,,..., ¢, tal que
Y (1) = Yo (1) =y, () + Gy, (t) +---+C,y, (t)
< Portanto a solucao geral da EDO ndo homogénea €
y(t) =y (t) + Gy, (t) +---+Cy, (1) +Y (1)
ondeY é uma solucéao particular para EDO ndo homogénea.



Capitulo 4.2: Equacoes Homogéneas
com Coeficientes Constantes

»* Considere a equacao diferencial linear de ordem n
homogénea com coeficientes reais e constantes:

L[y] = a,y™ +ay™ +-+a,_y +a,y=0

* Da mesma forma que fol feito para o caso de ordem 2
y = €t é uma solucéao para valoresrdgue sao raizes
do polinOmio caracteristico(r):

L{e”J: e”laor” +ar "t ragr + anJ: 0

polinémiocargcterl'ﬁ;co Z(r)

* Pelo teorema fundamental da algebra, um polindmio d
grauntemnraizes,, r,, ..., I, € portanto

Z(r) = ay(r —1)(r =1,)--(r —r,)



Raizes reais e distintas

* Se as raizes do polinbmio caracteris#@g sao reais e
distintas, entao existemsolucoes distintas da equacao
diferencial:

% Se estas funcOes sao linearmente independentas,ant
solucéo geral da equacéao diferencial é

— rt Mt Mt
y(t) =ce* +c,e* +...+ce

% O Wronskiano pode ser usado para determinar sass
sao LlI.

W
K

rt

weeht et et 20



Exemplo 1: Raizes reais e distintasde 3)

# Considere o PVI
y® +2y" —13y" -14y' + 24y =0
y(0)=1y(0)=-1y(0)=0,y"(0)=-1
# Assumindo a solugcao exponencial temos a equacaotesdstica:
yt)=e" = r*+2r°-13°-14r+24=0
= (r=2)(r+2)r-3)(r+4)=0
# Assim a solucao geral €

y(t) =ce' +ce” +ce’ +ce™



y(t) =ce' +c,e” +ce’ +ce™

Exemplo 1: Solucao(2 de 3)

* Das condicdes iniciais
y(0) =1y(0)=-1y"(0)=0,y"(0) =-1

Temos
¢+ c+c +¢c,=1
c,—2c,+ 3¢, —4c,=-1
c +4c,+ 9c,+16c, = O
c,—8c,+2/7c,—64c, =-1
% Resolvendo,. -2c :g, c, = -%, C, = —%

* Obtemse 1., 4 ., 11, 1 _,
y)=se+-et e -
2 5 70 /



Exemplo 1: Grafico da Solucags de 3)

* O grafico da solucao é dada abaixo. Note o efeitmaiar
raiz da equacao caracteristica.

y(t) = leidez o 1oa
2 5 /C !




Raizes Complexas

Se o polinbmio caracteristifr) possui raizes complexas,
entao elas ocorrem em pares conjugadasi.

Note que nem todas raizes serao complexas.

Solucdes correspondentes as raizes complexas pdssma
el it = M cosput +ie't sinut
el 1t = M cosput —ie! sin ut

Como antes, nos usaremos as solucoes com valarss re
e’ cosut, ' sinut



Exemplo 2: Raizes Complexas

Considere a equacao

m

y' —y=0
Entao
yt)=et = r3-1=0- (r—l)(r2+r+1):o
Agora
_-1x1-4 _ -1x43i _

r’+r+1=0 o r= —li
2 2 2

Assim, a solucéao é geral

y(t) =ce +c,e”? cos(\/g’t / 2)+ ce'’? sin(\/§t / 2)



Exemplo 3: Raizes Complexase 2)

* Considere o PVI

Yy -y=0, y(0)=7/2y(0)=-4,y'(0)=5/2,y"(0) = -2
% Entao

yt)=e" = r*-1=0+ (r2 —1)(r2 +1): 0

% As raizes sdo 1, -1,-i. Assim a solucao geral &

y(t) =ce' +c,e +c,codt)+c, sin(t)

* Usando as condicoes iniciais, nos obtemos

y

— t —t 1 — Q] 2
y(t) = 0e' +3e +§cos(t) sin(t) \ PR

; e ~ ; \2/4 6\&/10 12\14z
* O grafico da solucao € dada ao lado -}




Exemp|o 3 y(t) = 0e' +3e™ +%coit)—sin(t)

Uma pequena modificacao na condicao inicial
(2 de 2)

* Note que se uma condicéao inicial é ligeiramente freatla, a
solucao pode mudar significativamente. Por exemplo:

substitua y(0)=7/2,y(0) =—4,y"(0) =5/2, y"(0) = -2
por y(0)=7/2,y'(0) =-4,y"(0) =5/2,y"(0) =-15/8

1,951 ) 1T
V)= e+ et 2cos(t) T sin(t)

% O grafico desta solucéo e da solugao original sdosladaixo.

x
8
6
4
2




Raizes Repetidas

% Suponha uma raiz do polinGmio caracteristici(r) € uma
raiz repetida com multiplicidace Entao as solucoes LI
correspondentes a esta raiz tem a seguinte foeaida

erkt terkt tzerkt ts—lerkt

% Se una raiz complexal + iy é repetidas vezes, entao sua
conjugada tb 4 - 1. Entéao as solucdes LI correspondentes a

esta raiz tem a seguinte forma repetida

A+iu) (A+iu)t t2

el

e( /1+iu)t’ - ts—le(/Hiu)t

' te
ou
e' cosut, €' sin i, te' cosut, te'' sin i, ...,

t7'e"  cosst, t¥e*'e’ sinu,



Exemplo 4: Raizes Repetidas

% Considere a equacao
y@ +8y"+16y =0
* Entao
yt)=e" = r*+8r+16=0 - (r2 +4)(r2 +4):O
% As raizes saol22, -2, -2i. Assim a solugao geral &
y(t) = ¢, cos2t + ¢, sin2t +c,t cod2t) + c,t sin(2t)

PVI: y(O) =1 y'(O) =-1 | ]

y"(0) =-8; y"(0)=-4. i /\ /\
TN '

yif) = cos(2t) - sin(2t) + tocos(2t) - teinl2t)

% Solucao do PVI: Ty
y(t) = cos2t —sin2t +tcoq2t) - tsin(2t)




Capitulo 4.3: Equa ¢0es nao
Homogéneas: M eétodo dos coeficientes
Indeterminados

#* O metodo de coeficientes indeterminado pode ser usado
para encontrar uma solucao particdale uma EDO linear
nao homogénea de ordem n e coeficiente constante

L[y|=a,y™ +ay™™® +-.-+a,_,y +a,y = g(t).

g € fornecida de uma forma adequada .

Como no caso de2drdem, o mdtodo dos coeficientes
Indeterminados € usado quando g € uma soma ou produto
de funcoes polinomiais, exponenciais, Senos e/eaenos.

#% Seccao 4,4 discutiremos eetodo de variacao de
parametros, que € umatodo mais geral.

X



X

X

X

Exemplo 1

* Considere a equacao diferencial

y" =3y"+3y —y=4¢
Para o caso homogéneo,
yt)=e" = r®-3r?+3r-1=0- (r-1°=0
Assim, a solucéao geral da equacéo € homogénea
y.(t) =ce' +cte' +ct’e'

Para o caso nao homogéneo, tenha em mente a fersmugao
homogénea. Assim comecara

Y(t) = At3e?
Como no capitulo anterior, podemos verificar que

Y(t) = %tg’e2t = y(t)=ce' +cte' +ct’e' + %t?’e2t



X

X

X

Exemplo 2

* Considere a equacao

y* +8y" +16y = 2sint - 3cost

Para o caso homogéneo,

yt)=e" = r*+8r+16=0 < (r2+4)r?+4)=0
Assim, a solucao geral da equacdo homogénea €

y(t) = ¢, cos2t + ¢, sin2t +c,t cod2t) + c,t sin(2t)
Para o caso ndo homogéneo, comece com

Y(t) = Asint + Bcost

Assim temos

Y(t) = Esint - 1cost
9 3



%

%

K

Exemplo 3

Considere a equacao
y“ +8y" +16y = 2sin2t —3cos2t

Como no exemplo 2, assiansolucao geral da equacao
homogénea é

y(t) = ¢, cos2t +c, sin2t +c,t cod2t) + c,t sin(2t)
Para o caso nao homogéneo, tome
Y(t) = At’sin2t + Bt” cos2t
Assim temos

Y(t) = —itzsinZt +it20052t
16 32



X

X

X

Exemplo 4

* Considere a equacao

y"' -9y =t+¢e”
Para o caso homogéneo,
yt)=€" = r’-9r=0 - r(r2 —9) = r(r-3)(r+3)=0
Assim, a solucao geral da equacdo homogénea &
yC (t) - Cl + CZeBt t CSe_St

Para o caso nao homogéneo, lembre-se de formdud@so
homogénea. Assim, temos dois sub-casos:

Y,(t) = (A+Bt)t, Y,(t) = Cte®,

Portanto

1 1
Y. (1) = ——t?, Y, (t) =—te™
0] T ,(t) 18



Capitulo 4.4: Varia ¢cao de Parametros (1 de
S)

% O Método de variacdo de parametros pode ser usado para
encontrar uma solucao particular de uma EDO linaar
homogénea de ordem n.

LIyl =y + )y +-+ p )Y + p, ()Y = 9(0).
desde qug seja continua.

* Como no caso de segunda ordem, assumimog, qye. . .,
y, S80 solucoes fundamentais da equacao homogénea .

Em seqguida, assuma que a solucao particular temme¥
Y (1) = Uy (1) 5 () + U, (£) Y, (1) + -+ U, (D) Y, (8)

ondeu,, U,,... U, sao funcoes a serem determinadas.

% Para encontrar estas n funcoes, precisamos deagGEsl

X



Derivando a Variacao de Parametns: 5)

* Primeiro, considere a derivadas\de
Y= (U, FUY, e UL Y, )+ (U U Y, e+ U )
% Se pedirmos que

N uy, +uy,+---+uy =0
entao

N (TR TAVERRETAYS B TRV TRVESNENTRYY
* Assim pediremos que
WY, +uY, +---+upy, =0
* Continuando este processo, teremos k-1 equacoes
Uyy ™ +upy P+ tuy® @ =0, k=1...,n-1
e onde
k) — k k —
YO =y +.. 40y k=01...,n-1



Derivando a Variacao de Parameti®s: 5)

# Assim,
K) — Kk Kk —_
YO =y +..+uy® k=01...,n-1

* Finalmente,
— I -1 1 ,(n-1) (n) (n)
Y(n) - (ulyl(n ) +“'+unynn )+(u1y1n +“'+unynn )

% Agora, substituindo esta derivada na nossa equagao

YO+ p YT o+ POy + POy = 9(1)
% Observando qug, Y, ..., Y, Sao solugcoes da equagao
homogénea, e apos a reorganizacao dos termos,ashtem

1, ,(n-1) ry,(n-1) _—
Uy, Tt Uy, =9



Derivando a Variacao de Parametgs: 5)

* As nequacgOes necessaria, a fim de encontrar as n &ing¢oe
U, U,,... U, Sao

u1y1+ +uny1 =0
ulyl+ +unyn =0

I -1 I -1) —
Wy ety = g
% Usando a Regra de Cramer, para dadd, ...,n,

() = g(;)vv(vtk)“) . onde W(t) =W(yy,.... yn)(t)

e W, é o determinante obtido atraves da substituicdc da k
ésima coluna deV por (0, O, ..., 1).




Derivando a Variacao de Parametms: 5)

* ASSIM,

oy = OWE)
u () = WO k=1...,n

% Integrando obtemag, u,,... U

_t 9(s)W (S) _
u,(t) = " W(S) ds, k=1,...,n

% Assim, uma solucéao particulgré dada por

0=F|J, 2 2o

ondet, é arbitrario.



Exemplo(i de 3)

* Considere a equacao a seguir, junto com as dahlgdes
correspondentes as solugoes homogéyness VYs:
y'-y' -y +y=et, y(t) =€, y,(t) =t y,(t) =¢e”
#* Entdo uma solucao particular da EDO ¢é dado por

Y@= Z{ s ds} Y.

% E facil ver que

te' et

et
W) =le (t+1)e -e'|=4¢e
¢ (t+2) e




Exemplo(2 de 3)

* Também que,

Wi(t) =

W, (t) =

W (t) =

0 te

0 (t+1)¢
1 (t+2)e




Exemplo(s de 3)
* Assim a solucao particular é
Y(t) = Z[j e W (S) }yk(t)

t @°(—2s-1 t 2e°° ot @25
( ) ds +te' ds+e™
to 4e° to 4e° o 4e°

=@l ds

e te e
=-° [ e*(2s+1)ds+— [ e'ds+—— [ e*ds

i
K

% Fazendd, = 0, nos obtemos
Y(t) = —Eet —itet —ie't +Ee2t
4 2
* Ou simplesmente, .
Y(t)==¢e"
(t) 2



